
Teoretická £ást - 17.1.2022

1. (a) De�nujte bodovou, stejnom¥rnou a lokáln¥ stejnom¥rnou
konvergenci (2 body).

(b) De�nujte stejn¥ omezenou, klesající a nerostoucí posloup-
nost (1, 5 bodu).

(c) Pro kaºdou z níºe uvedených podmínek nalezn¥te posloup-
nost {an} funkcí de�novaných na R, pro kterou daná pod-
mínka platí.

i. Platí an
loc

⇒ 0 na R, ale neplatí an ⇒ 0 na R.
ii. Platí {an} ⊂ N (R), an ⇒ 0 na R a

lim
n→∞

(N )

∫ ∞
−∞

an > 0.

iii. Posloupnost {an} je nerostoucí, platí an → 0 na R, ale
neplatí an ⇒ 0 na R

iv. Posloupnost {an} je klesající a platí an ⇒ sgnx na R.
v. Existuje a : R → R, ºe an ⇒ a na R, ale {an} není

stejn¥ omezená na R.
V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (4, 5 bodu).
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2. (a) De�nujte stacionární bod, Jacobiho rovnici a konjugovaný
bod (2, 5 bodu).

(b) Zformulujte v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech a Ja-
cobiho v¥tu (2, 5 bodu).

(c) V¥tu o Lagrangeových multiplikátorech dokaºte (2 body).

(d) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro Bana-
ch·v prostor (X, || · ||) a funkcionály F,G : X → R.
i. Je-li x ∈ X stacionární bod F i G, potom je x stacio-
nátní bod F +G.

ii. Je-li x ∈ X stacionární bod F i G, potom je x stacio-
nátní bod F ·G.

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1 bod).
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3. (a) De�nujte ortogonální, ortonormální a úplnou mnoºinu a
abstraktní Fourierovu °adu (3 body).

(b) Zfromulujte a dokaºte

i. v¥tu o nejlep²í aproximaci,

ii. v¥tu o Besselov¥ nerovnosti a Parsevalov¥ rovnosti

(3, 5 bodu).

(c) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro Hilber-
t·v prostor H a dv¥ jeho úplné ortonormální mnoºiny

P = {pn : n ∈ N} a Q = {qn : n ∈ N}.

i. Mnoºina P ∪Q je ortogonální.

ii. Mnoºina P ∩Q je ortogonální.

iii. Mnoºina P ∪Q je úplná.

iv. Mnoºina P ∩Q je úplná.

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1, 5 bodu).
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